BOOLESCHE PROBLEME / SCHALTALGEBRA 1

1. Boolesche Raume

Jede Belegung von k Variablen kann als Binarvektor aus k Bindrwerten x,...x, mit Xi € {0,1} pi=1.k

dargestellt werden. Der Boolesche Raum B* umfaft alle k-stelligen Bindrvektoren (Abb. 1.1). Jeder
Binarvektor entspricht einem Punkt des Raumes. Es gibt 2 k-stellige Binarvektoren und somit 2
Raumpunkte.
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Abb. 1.1 Boolesche Raume mit 1, 2 und 3 Dimensionen. Die Kanten verbinden Raumpunkte, die
voneinander den Abstand 1 haben
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Der Boolescher Raum B* kann als metrischer Raum aufgefaRt werden (Abb. 1.2). Zwei Punkte des
Raums haben voneinander einen Abstand n, wenn sich die zugehdrigen Binérvektoren in n
Variablenpositionen voneinander unterscheiden (Hamming-Metrik). Abstand d = Quersumme der
bitweisen Antivalenzverknupfung beider Binérvektoren x, y:

d :Z(Xi@yi)

Abstand = 1

Abb. 1.2 Abstande im Booleschen Raum

2. Die Lésungsmenge

Eine Boolesche Funktion von k Variablen weist jedem der Punkte des Booleschen Raums B* einen der
beiden Binarwerte zu. Die Menge aller Punkte, denen der Funktionswert 1 zugeordnet wird, heil3t On-
Set, die Menge aller Punkte, denen der Funktionwert O zugeordnet wird, heil3t sinngemaR Off-Set.
Manchmal 188t sich zudem eine Menge von Punkten angeben, die fiir das betreffende Problem keine
Bedeutung hat und somit aul3er Betracht bleiben kann (Don‘t-care-Set).

Boolesche Funktionen kommen typischerweise in Booleschen Gleichungen vor: y = f(x,...X,).

Die Menge aller Punkte des Booleschen Raums B¥, die Lésungen der Booleschen Gleichung sind, heift
Ldsungsmenge.

Alle Booleschen Gleichungen kénnen in zwei einfache Standardformen tberfiihrt werden:
f(X;..x) = 0 bzw. f(x,...x,) = 1.

Die Ldsungsmenge einer Booleschen Gleichung f(x;...x,) = 0 entspricht dem Off-Set.

Die Ldsungsmenge einer Booleschen Gleichung f(x;...x,) = 1 entspricht dem On-Set (Abb. 2.1).

Viele Boolesche Gleichungen werden von vornherein so aufgestellt, daR sich der Funktionswert 1 ergibt:
f(x;...x,) = 1.

Gleichungen der Form f(x,...x,) = 0 kdnnen auf einfache Weise umgestellt werden:
f(x..x) @ 1=1

Deshalb werden typischerweise On-Set und Lésungsmenge als Synonyme gebraucht.
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Abb. 2.1 Lésungsmengen (On-Sets) einiger elementarer Boolescher Funktionen

Elementare Boolesche Funktionen und Lésungsmengen
Den elementaren Booleschen Funktionen entsprechen isomorphe Operationen (iber LGsungsmengen:

« UND Z Durchschnitt (A Z()),

« ODER £ Vereinigung (v £U),

« Antivalenz = symmetrische Differenz (® = A),
« Negation = Komplement.

Die Méchtigkeit der Lésungsmenge

Die Losungsmenge einer Booleschen Funktion mit n Variablen kann praktisch immer auf hochstens 2"*
Belegungen gebracht werden. Ist die Anzahl der Belegungen, die zur Lésungsmenge gehéren, > 2™, so
liegt es nahe, die negierte Funktion zu untersuchen.
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3. Rechenregeln der Schaltalgebra

Verwendung von Klammern

1. Assoziativitat: bei gleichartigen Verknipfungen ist die Klammeranordnung bzw. die Reihenfolge
der Ausfiihrung gleichgultig:

af(bic)=albbc=(alb)ic. InKurzform: a(bc) = abc = (ab)c
av(bvc)=avbvc=(avb)vc

2. Kommutativitat: bei gleichartigen Verknlpfungen ist die Reihenfolge der Variablen gleichgultig:
alb=bfa
avb=bva

3. Distributivitat: eine Funktion vor einer Klammer ist auf alle VVariablen in der Klammer anzuwenden;

die jeweiligen Ergebnisse sind gemal der eingeklammerten Funktion zu verknlpfen (vgl. das
schulmaRige Ausmultiplizieren von Klammerausdriicken, beispielsweise a (b + c) = ab + ac):

a-(bvc)=(a-b)v(a-c).inKurzform: alo wc) =abwac
av(b-c)=(avb)-(avc).InKurzform: aw (bc) = (awb) (awc)

Allgemein (wobei die Symbole *, # wahlweise fir UND, ODER, Antivalenz bzw. Aquivalenz
(+,v,®,=) stehen):

» fir gleichartige Verknupfungen:

e a*(b*c)=a*b*c=(a*b)*c (Assoziativitat),
* a*b=Db*a(Kommutativitat).

»  fiir verschiedenartige Verknipfungen: a* (b # ¢)= (a * b) # (a * ¢) (Distributivitat).
Hinweis: Antivalenz und Aquivalenz sind nicht distributiv!
Vorrang der Konjunktion

Bei Schreibweise ohne Konjunktionssymbol hat die Konjunktion Vorrang, sofern nicht durch Klammern
eine andere Reihenfolge zum Ausdruck gebracht wird:

abcvdef=(a-b-c)v(d-e-f)

Negation durch __Uberstreichen
Eine luckenlose Uberstreichung mehrerer Symbole entspricht einer Einklammerung:

aVbVec=/(aVbVeo
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Doppelte Negation

a-a (Negation der Negation = Bejahung (ldentitdt))

Verknupfungen mit sich selbst (Ildempotenz)

a*a=aaVa-=a

Verknipfungen mit Festwerten

0-0=0;0-1=0;1-0=0;1-1=1;0-a=0;1-a=a

OvO0=0;0v1=11v0=11v1=10va=alva=1

[N
I}
® |

0®0=00D1=1;1D0=1;1DP1=00D a=2a1 &

1l
®
1
)

0=0=1;0=1=01=0=01=1=10=a =a:1

ara=0;aVa=1l,aea=1;a=a=0a®a=0a=a=1
a®@a®a=1a® a® a®d a=0 (Variablenanzahl ungerade: 1, gerade: 0)
a=a=a=0;a=a=a= a=1 (Variablenanzahl ungerade: 0, gerade: 1)

Antivalenz-Rechenregeln

eb=aeb=-aeb=a=b

o |

aob=aaob

UND mit Aquialenz:

a-b=a=b=(avh)

ODER mit Antivalenz:

aVb=a®b®ab

Einsetzungsregel

Anstelle einer Variablen in einer Schaltfunktion kann eine beliebige Schaltfunktion eingesetzt

(substituiert) werden:

f,@@b,c.)=Ff(@f,,c..)
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Hier wurde anstelle der Variablen b die Schaltfunktion f, eingesetzt. f, kann sowohl von Variablen
abhéngen, die auch in f; vorkommen, als auch von weiteren Variablen.

Eine Schaltfunktion in einer Schaltfunktion heift auch Teilschaltfunktion. Man kann
Teilschaltfunktionen und einzelne Variable wechselseitig einsetzen.

Ersetzungsregel

Jede Teilschaltfunktion f; in einer Schaltfunktion f kann durch eine dquivalente Teilschaltfunktion f;”
ersetzt werden. Zwei Schaltfunktionen f, und f;” sind &dquivalent, wenn sie die gleiche Wahrheitstabelle
haben.

f(a b, f,f,f)=F(a b, f  f ), wenngiltf =f
DeMorgansche Regeln
Diese beschreiben die Dualitat zwischen UND und ODER. Sie gelten fiir einzelne Variable sowie flr

Schaltfunktionen gleichermalien (Einsetzungs- und Ersetzungsregel):

1. DeMorgansche Regel: negiertes UND = ODER der einzeln negierten Variablen.

flfzzflvg; ﬁ:fl\/fz

2. DeMorgansche Regel: negiertes ODER = UND der einzeln negierten Variablen.

Ve =1 f; fpve =1 f
Kirzungsregeln
1. Kiirzungsregel: f,v fif,=1
f,- (fv f2)) =f,
2. Kirzungsregel: £f, vV ff, = f
Vv -#V FZ) = 1
3. Kiirzungsregel: f, VI, =1f VL
f, - (Fl V1) =fif
(f,, f, kbnnen Variable oder Teilschaltfunktionen sein (Einsetzungs- und Ersetzungsregel).)

Auf Variable angewandte Kirzungsregeln (Auswahl):
a-(@aVvb)=a; a(@Vvb=a-b

a-(@Vb)=2a-b; a-@Vb)=aVb
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aV(a-b)=a; aV(@-b)=aVb;

aV@-b)=aVb; aV@-b)=aVb

Elementarfunktionen mit mehr als 2 Variablen

UND
a-b-c.=a-(b-(c-...)). Wahrheitswert 1: wenn alle Variable a, b, c... den Wahrheitswert 1 haben.

Wabhrheitswert O: hierzu gengt es, dal3 eine der Variablen den Wahrheitswert 0 hat.

ODER
avbvecv..=av(bv(cv...)). Wahrheitswert 0: wenn alle Variable a, b, c... den Wahrheitswert 0

haben. Wahrheitswert 1: hierzu geniigt es, daf eine der Variablen den Wahrheitswert 1 hat.

NAND
a-*b - ¢ -...Wahrheitswert 0: wenn alle VVariable a, b, c... den Wahrheitswert 1 haben. Wahrheitswert
1: hierzu genlgt es, dal3 eine der Variablen den Wahrheitswert 0 hat.

NOR
a V b ¢ V....Wahrheitswert 1: wenn alle Variable a, b, c... den Wahrheitswert 0 haben. Wahrheitswert
0: hierzu genugt es, dal? eine der Variablen den Wahrheitswert 1 hat.

Antivalenz
AaPbhDCcD...=a®(bD(cD...)). Wahrheitswert 0: wenn die Anzahl der Einsen gerade ist.

Wabhrheitswert 1: wenn die Anzahl der Einsen ungerade ist.

Aquivalenz
a=b=c=..=a=(b=c(=...)) Wahrheitswert 0: wenn die Anzahl der Einsen ungerade ist.

Wabhrheitswert 1: wenn die Anzahl der Einsen gerade ist.

4. Gleichungssysteme

Mit Booleschen Gleichungen kann man ebenso umgehen wie mit den Ublichen algebraischen
Gleichungen: die Gleichung wird nicht veréndert, wenn man auf beide Seiten die gleiche Operation
anwendet.

Die allgemeine Form einer Booleschen Gleichung
Zwei Boolesche Funktionen f(x), g(y) werden einander gleichgesetzt:

f(x) = 9(v.

Hierbei bezeichnen x, y beliebige Tupel Boolescher Variabler:
X ={Xy, X0 X}y Y = {V1, Voru Y}

Homogenisierung

Jede beliebige Boolesche Gleichung a8t sich durch Antivalenzverknlipfung in eine homogene
Gleichung (deren rechte Seite Null ist) umwandeln:
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f(x) @ g(y) = 9(y) © g(y); esgiltaber: g(y) @ g(y) = 0. Also folgt:

f(x) @ g(y) =0.

Gleichungssysteme
Gelegentlich ergeben sich mehrere zusammengehdrende Boolesche Gleichungen, mit anderen Worten:
ein Gleichungssystem:

f1(X1) = 9:(¥0),
f5(X2) = 9,(Y2),

fa(X3) = ga(Ys) USW.

Die einzelnen Gleichungen kann man zunéchst homogenisieren:
fi(x) @ gi(v) =0,

fi(x)) @ gx(v2) =0,

fy(xs) © gs(ys) =0 usw.

Zusammenfassung zu einer einzigen homogenen Gleichung

Mehrere homogene Boolesche Gleichungen lassen sich zu einer einzigen homogenen Booleschen
Gleichung zusammenfassen, indem man sie miteinander disjunktiv verkniipft (die resultierende
Gleichung ist nur dann = 0, wenn jede der disjunktiv verknupften Gleichungen = 0 ist):

(Fu(x) @ 91(3_/1)) v (f2(x2) @ gz(zz)) v (f3(X3) @ g3(Xs))v...: 0

Zur praktischen Bedeutung

Durch Homogenisieren und Zusammenfassen lassen sich viele Problemstellungen, die auf Booleschen
Gleichungen beruhen, dadurch Iésen, dak man die Nullstellen einer einzigen Booleschen Gleichung
untersucht. Die Nullstellen einer Booleschen Gleichung ergeben sich unmittelbar aus der
Wahrheitstabelle (indem man nur jene Variablenbelegungen betrachtet, die dem Funktionswert 0O
entsprechen) oder aus einem binédren Entscheidungsdiagramm (indem man die mit 0 belegten Endknoten
aufsucht und sich von dort aus die jeweiligen Variablenbelegungen erschlief3t).

Auflosen von Booleschen Gleichungen

Viele Boolesche Gleichungen (aber nicht alle) lassen sich nach ihren einzelnen Variablen aufldsen.
Aufldsen nach einer Variablen x; heif3t, eine gegebene Gleichung so umzustellen, daf auf der einen Seite
nur die Variable x; und auf der anderen eine Boolesche Funktion steht, die x; nicht enthélt.

Gegeben: f(X,, Xy,..., X;,---X,) = 0; gesucht: x; = h(X;, X,,...X,)

Die Funktion h(x,, X,...x,) muB so bestimmt werden, da3, wenn diese Funktion anstelle von x; in die
urspriingliche Gleichung eingesetzt wird, sich wiederum 0 ergibt:

f(le X21-.-, h(Xl, X2!"'Xn) ...Xn) = 0
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Beispiel:
Die Gleichung a b V ab = 0 istnachbaufzuldsen. Hier sieht man die Losung fast auf den ersten
Blick: b = a. Beweis durch Einsetzen: aa V aa = 0.

5. Normalformen

Eine Normalform ist die Darstellung einer Schaltfunktion als Schaltgleichung, die nach bestimmten
Regeln aufgebaut ist. In der Schaltalgebra kennt man verschiedene Normalformen. Jede beliebige
Schaltgleichung ist in jeder Normalform darstellbar.

Aufbau von Normalformen

Wir betrachten eine Boolesche Funktion, die von den Variablen x;, X,,...x,, abhdngt. Normalformen
bestehen aus “Bausteinen” (Termen), die als konjunktive oder disjunktive Verkniipfung aller Variablen
aufgebaut sind, wobei die Variablen entweder nicht negiert oder einzeln negiert auftreten:

Konjunktionsterme (Minterme):
Ki = X1 A X2A...AXn = X1X2... Xn (X;, X,,...X, €inzeln negiert oder nicht negiert).
Beispiel: K, = X, X, X,. Unzuldssig: K, = xxx;,.
Disjunktionsterme (Maxterme):
Di = X1V X2Vv...vXn (X;, X,,...X, €inzeln negiert oder nicht negiert).
Beispiel: D, =x, V x_2 V x_3 Unzuldssig: D, = x, V m
Mit diesen Termen lassen sich verschiedene Normalformen bilden:
a) disjunktive Normalform:

f = Kiv Kav...vKn
b) konjunktive Normalform:

f = Di1A D2A...ADn
c) Antivalenz-Normalform:

f=Ki® Ke®..®Kn
d) Aquivalenz-Normalform:

f=Di=D2=...=Dn

In der Praxis ist vor allem die disjunktive Normalform (DNF) von Bedeutung, gelegentlich auch die
konjunktive Normalform (KNF).
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Begriffsbildungen

Summen und Produkte
Gelegentlich bezeichnet man — mit Bezug auf naheliegende Analogien — die Disjunktion als Summe und
die Konjunktion als Produkt (Disjunktion: a + b; Konjunktion: a - b oder ab).

Sum of Products (SOP oder S.0.P.) ist eine (bliche Bezeichnung fiir disjunktive Normalformen (=
disjunktive Verknipfung von Konjunktionen).

Product of Sums (POS oder P.O.S.) ist eine Ubliche Bezeichnung fur konjunktive Normalformen (=
konjunktive Verknlpfung von Disjunktionen).

Minterme

Diese Bezeichnung fir Konjunktionsterme erklart sich daher, weil es in einer disjunktiven Normalform
(DNF, SOP) genigt, daB ein einziger Konjunktionsterm erfallt ist, damit sich ein Funktionswert = 1
ergibt.

Maxterme

Diese Bezeichnung firr Disjunktionsterme erklart sich daher, weil es in einer konjunktiven Normalform
(KNF, POS) erforderlich ist, daf alle Disjunktionsterme erfillt sind, damit sich ein Funktionswert = 1
ergibt.

Implikanden
Dies ist eine andere Bezeichnung fur die Konjunktions- bzw. Disjunktionsterme.

Elementarkonjunktionen, Elementardisjunktionen
Dies sind Implikanden (Konjunktions- bzw. Disjunktionsterme), die alle Variablen (negiert oder nicht
negiert) enthalten.

Kanonische Normalformen

Als “kanonisch” bezeichnet man Normalformen *“im eigentlichen Sinne”, ndmlich solche, in denen jeder
der Konjunktionsterme (DNF) oder der Disjunktionsterme (KNF) tatséchlich alle Variablen (negiert oder
nicht negiert) enthdlt — mit anderen Worten: Normalformen, die ausschlielich aus
Elementarkonjunktionen oder aus Elementardisjunktionen aufgebaut sind.

Reduzierte Normalformen

Eine Normalform heillit “reduziert”, wenn nicht jeder der Konjunktionsterme (DNF) oder der
Disjunktionsterme (KNF) alle Variablen (negiert oder nicht negiert) enthalt (wenn also in wenigstens
einem der Terme wenigstes eine Variable fehlt - mit anderen Worten: wenn wenigstens ein Implikand
keine Elementarkonjunktion oder Elementardisjunktion ist).

Hinweise:

1. Alle Schaltfunktionen lassen sich als kanonische Normalformen darstellen, aber nicht alle
Schaltfunktionen als reduzierte.

2. Die Bezeichnung “reduziert” wird meistens weggelassen; man unterscheidet dann zwischen
kanonischen und “gewdhnlichen” (nicht nédher bezeichneten) Normalformen.

Erfullung von Normalformen
Problem: Es ist eine bestimmte Variablenbelegung gegeben. Erfiillt diese Belegung die jeweiligen
Gleichung oder nicht?
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Die disjunktive Normalform

» ist bereits dann erfillt, wenn die Variablenbelegung nur einem einzigen Implikanden in allen
Variablenpositionen entspricht,

e ist nicht erflllt, wenn die Variablenbelegung allen Implikanden in wenigstens jeweils einer
Variablenposition nicht entspricht.

Die konjunktive Normalform

e ist dann erfullt, wenn die Variablenbelegung allen Implikanden in wenigstens jeweils einer
Variablenposition entspricht,

» istbereits dann nicht erfillt, wenn die Variablenbelegung nur einem einzigen Implikanden in keiner
Variablenposition entspricht.

Normalformen und Schaltungstechnik:

» diedisjunktive Normalform entspricht den Schaltungsstrukturen UND-ODER bzw. NAND-NAND,
» die konjunktive Normalform entspricht den Schaltungsstrukturen ODER-UND bzw. NOR-NOR.

Von der Wahrheitstabelle zur kanonischen disjunktiven Normalform:

» eswerden alle Belegungen ausgewertet, die den Funktionswert Eins ergeben (On-Set).

» fiir jede dieser Belegungen wird ein Konjunktionsterm gebildet, der aus allen Variablen besteht
(Elementarkonjunktion).

e die mit Null belegten Variablen werden im Konjunktionsterm negiert.

Von der Wahrheitstabelle zur kanonischen konjunktiven Normalform:

» eswerden alle Belegungen ausgewertet, die den Funktionswert Null ergeben (Off-Set).

o fir jede dieser Belegungen wird ein Disjunktionsterm gebildet, der aus allen Variablen besteht
(Elementardisjunktion).

» die mit Eins belegten Variablen werden im Disjunktionsterm negiert.

Prinzip:
Der Funktionswert 1 ergibt sich dann, wenn keine der Variablenbelegungen vorliegt, die den
Funktionswert Null ergibt. Eine Variablenbelegung x;x,..x, = O liegt dann nicht vor, wenn gilt

X1V X2V v Xn =1 (Negation nach DeMorgan).
Welche Normalform? — Naheliegende Ansatze zur Auswahl:

1. Aufwandsminimierung: Die Funktionswerte ansehen. Uberwiegt die Anzahl der Nullen, die
disjunktive Normalform wéhlen, Giberwiegt die Anzahl der Einsen, die konjunktive Normalform.

2. Schaltungstechnik: Welche Gatterfunktion ist die elementare (die den weiteren Schaltungen
zugrunde liegt)? Wenn NAND (Beispiel: TTL), die disjunktive Normalform wéhlen, wenn NOR
(Beispiel: ECL), die konjunktive.

Von der disjunktiven zur konjunktiven Normalform:
1. Funktion nach DeMorgan negieren,

2. Klammern auflésen,
3. Funktion erneut nach DeMorgan negieren.
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Von der konjunktiven zur disjunktiven Normalform:

1. Klammern aufldsen,
2. redundante Konjunktionsterme streichen.

Disjunktive Normalformen und Belegungslisten
Die praktische Bedeutung disjunktiver Normalformen ergibt sich aus zwei Tatsachen:

1. sie hangt auf einfache Weise mit anderen Darstellungsformen zusammen (Abb. 5.1),
2. sie entspricht direkt einer zweistufigen UND-ODER- bzw. NAND-NAND-Schaltungsstruktur.

Wahrheitstabelle :

abc|R
g g ? g Kanonische disjunktive Normalform (KDNF):
010[1 o -
01 111 R=abc v abc v abe
100|0
10 1)1 Belegungsliste (binér):
11 0|0
11 1|0 abec

010

011

101

Disjunktive Normalform (DNF, S.0.P.-Darstellung):

R=abvabec

Belegungsliste (terndr):

(=2
(2]

a
0
1

o =
= |

Abb. 5.1 Darstellungsweisen einer Schaltfunktion

Implikanden und Belegungen
Jeder Implikand einer disjunktiven Normalform entspricht direkt einer Variablenbelegung, die die

Boolesche Funktion erfiillt:

* jede nichtnegiert vorkommende Variable entspricht einer Eins,

* jede negiert vorkommende Variable entspricht einer Null,

» jede fehlende (nicht vorkommende) Variable ist bedeutungslos (Don’t Care) und entspricht einem
Strichelement (-).

Beispiele: Wir betrachten eine Funktion von 3 Variablen a, b, c.
1. Beispiel: abcza= 0,b=1c=0

2. Beispiel: abZa= 0,b=1,c=-

Die kanonische disjunktive Normalform (KDNF) entspricht einer binédren, die "gewdhnliche™
(reduzierte) DNF einer terndren Belegungsliste.
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Von der reduzierten zur kanonischen disjunktiven Normalform (KDNF)
Der Weg entspricht jenem von der terndren zur bindren Belegungsliste:

* Implikanden, die bereits Elementarkonjunktionen sind, werden direkt in die KDNF ibernommen,
» jeder weitere Implikand wird zundchst in die entsprechend terndre Variablenbelegung gewandelt;
dann werden die Strichelemente aufgel6st. Die resultierenden bindren Variablenbelegungen werden
dann wieder in Elemenarkonjunktionen gewandelt. So werden aus einem Implikanden, dem die

einzige Variable x; fehlt, zwei Implikanden (der erste mit x; und der zweite mit ;i). Aus einem
Implikanden, in dem zwei Variable x;, x; fehlen, werden vier Implikanden (so daf alle
Kombinationen der Variablenbelegung vorkommen: (x,, X5 Xp X Xp X X xj) USW.

Beispiel: ausabwirdabc V abc.

Von der kanonischen zur reduzierten Normalform

Der einfachste Fall: zwei Elementarkonjunktionen oder Elementardisjunktionen unterscheiden sich nur
in einer Variablen voneinander (die in einem Implikanden negiert und im anderen nichtnegiert
vorkommt): dann kénnen diese beiden Implikanden durch einen einzigen Implikanden ersetzt werden,
in dem diese Variable fehlt.

Beispiel.abc V abc =ab.
Dies entspricht dem Zusammenfassen von zwei bindren Variablenbelegungen, die sich nur in einer

Variablenposition voneinander unterscheiden, zu einer einzigen terndren Belegung, die in dieser Position
einen Strich enthalt. Das entspricht sinngemal’ der Anwendung der 2. Kiirzungsregel.

Beispiel: ab=f;c=f;(ab)cV (@ab)c = ab.

6. DNF-Minimierung nach Quine-McCluskey

Das Minimierungsverfahren hat das Ziel, aus einer gegebenen kanonischen disjunktiven Normalform
eine dquivalente disjunktive Normalform zu bestimmen, die (1) eine minimale Anzahl an Implikanden
aufweist und deren Implikanden (2) so kurz wie méglich sind (d. h. so wenige Variable wie moglich
enthalten).

B;;Wilr?t.spricht technisch einer zweistufigen UND-ODER- bzw. NAND-NAND-Schaltung mit
minimalem Aufwand.
Das Verfahren besteht aus 2 Schritten:
1. Schritt - Bestimmung der Primimplikanden:
1. die kanonische disjunktive Normalform (KDNF) wird in eine binédre Belegungsliste tberfihrt,

2. es wird wversucht, deren Eintrdage zu terndren Belegungen (Primimplikanden)
zusammenzufassen®. Abb. 6.1 veranschaulicht die Zusammenfassungsregeln.

1): Ein Primimplikand ist ein Implikand, der sich nicht mehr gemaR Abb. 6.1 (gleichbedeutend: gemaR der 2.
Kirzungsregel) mit anderen Implikanden zusammenfassen I4Rt.
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2. Schritt - Auswahl eines minimalen Satzes an Primimplikanden:
Aus den im ersten Schritt bestimmten Primimplikanden werden jene herausgesucht, die notwendig und
hinreichend sind, um die Schaltfunktion zu erftllen.

Primimplikand

a) 1(olo 1 b) 1[0 [-
= 1-01 = 1-0 -
111/ 0 1 11-10 [1

Abb. 6.1 Zusammenfassungsregeln beim Verfahren nach Quine-McCluskey

a) erste Stufe der Zusammenfassung (bindr => terndr): zwei bindre Belegungen werden zu einer
einzigen terndren zusammengefallt, wenn sie sich nur in einer einzigen Variablenposition
unterscheiden. Diese wird dann mit einem Strich belegt.

b) Zusammenfassung terndrer Belegungen: zwei terndre Belegungen lassen sich zusammenfassen,
wenn sie (1) Striche nur in gleichen Variablenpositionen haben® und sich (2) ansonsten nur in einer
Variablenposition unterscheiden (diese wird - als Ergebnis der Zusammenfassung - mit einem
weiteren Strich belegt).

Hinweis:

Hier wird deutlich, daB “-” nicht ohne weiteres “Don’t Care” bedeutet (mit der gedanklichen
Assoziation: “kann vernachlassigt werden”). Vielmehr beschreiben Strich-Belegungen jeweils einen
Unterraum des durch alle Variablen gegebenen Booleschen Raums B¥ (es sind alle Kombinationen der
mit Strichen belegten Variablen zu beriicksichtigen. Nur Variablenbelegungen, die den gleichen
Unterraum betreffen, diirfen miteinander verglichen werden.

Der 1. Schritt des Minimierungsablaufs beruht auf einer Durchmusterung der Belegungsliste, wobei
versucht wird, Belegungen zusammenzufassen, und zwar zunédchst gemal Abbildung 6.1a und
nachfolgend geméaR Abbildung 6.1b. Dabei entsteht jeweils eine neue Liste. Belegungen, die sich nicht
zusammenfassen lassen, verbleiben als Primimplikanden und werden in die jeweils nachste Liste
ubernommen. Der Ablauf endet, wenn eine Liste entstanden ist, deren Belegungen sich nicht mehr
zusammenfassen lassen

Beispiel:
Folgende, durch ihre KDNF gegebene Schaltfunktion ist zu minimieren:

abcd V abcd V abcd V abcd V abecd V abcd V abed

Der 1. Schritt
Tabelle 6.1 veranschaulicht die einzelnen Teil-Schritte des Schrittes 1 nach Quine-McCluskey.

1):  Mit anderen Worten: alle Strich-Belegungen miissen tibereinstimmen.
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Erklarung der einzelnen Spalten:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9

10)

11)

die einzelnen Elementarkonjunktionen der KDNF,

diese Spalte enthalt die urspriingliche (binire) Belegungsliste. Im Interesse der Ubersichtlichkeit
sind die Eintrage gemaR der Anzahl der Einsen sortiert?. Hiermit beginnt die Durchmusterung der
Liste. Sie wird von unten abgebaut. Die unterste Belegung (1101) wird aus der Liste gestrichen, und
alle anderen Belegungen werden mit der gestrichenen daraufhin verglichen, ob ein
Zusammenfassen geméaR Abbildung 1a moglich ist?.

die Belegungen, die mit 1101 zusammengefal3t werden konnten, bilden die ersten Belegungen der
2. (unteren) Liste. Oben: die gemal 2) verkirzte Liste, wovon wiederum die unterste Belegung
(1001) gestrichen wird.

die 2. (untere Liste) wurde um die Belegungen erweitert, die mit 1001 zusammengefal3t werden
konnten. Oben: die gemaR 3) verkirzte Liste, wovon wiederum die unterste Belegung (0110)
gestrichen wird.

die Belegung 0110 laRt sich mit keiner anderen zusammenfassen. Sie bleibt somit als
Primimplikand erhalten und wird direkt in die 2. (untere) Liste aufgenommen. Oben: die gemal 4)
verkdirzte Liste, wovon wiederum die unterste Belegung (1100) gestrichen wird.

die Belegung, die mit 1100 zusammengefalit werden konnte, wird in die 2. (untere) Liste
aufgenommen. Oben: die gemald 5) verkirzte Liste, wovon wiederum die unterste Belegung (1000)
gestrichen wird.

die Belegung, die mit 1000 zusammengefalit werden konnte, wird in die 2. (untere) Liste
aufgenommen. Oben: die gemal 6) verkiirzte Liste, wovon wiederum die unterste Belegung (0001)
gestrichen wird.

die beiden letzen Belegungen der 1. (oberen) Liste (vgl. Spalte 7) lassen sich offensichtlich
zusammenfassen. Das Ergebnis wird in die 2. (untere) Liste Gbernommen, die somit komplett ist.
Nun wird die 2. (untere) Liste daraufhin untersucht, ob sich Belegungen gemaR Abbildung 6.1b
zusammenfassen lassen. Es sind nur Belegungen miteinander zu vergleichen, die Striche
ausschlieBlich an gleichen Positionen haben. Das wird in Tabelle 6.2 im einzelnen dargestellt.

was sich offensichtlich nicht zusammenfassen I46t, ist der verbliebene Primimplikand (a). Mit b...e
kennzeichnen wir Belegungen, die sich zusammenfassen lassen.

die zusammengefaliten Belegungen bilden das Ergebnis. Zusammenfassungen, die jeweils das
gleiche Ergebnis liefern (wie b und ¢ bzw. d und ) werden jeweils nur einmal aufgenommen®. In
der so gebildeten Liste sind keine weiteren Maglichkeiten des Zusammenfassens zu erkennen, so
dal’ die Minimierung beendet ist.

so sieht die minimierte (terndre) Belegungsliste aus. Die entsprechende Schaltfunktion steht unter
der Tabelle.

1):

2):
3):

hat eine Belegung eine bestimmte Anzahl von Einsen, so mufl man diese lediglich mit allen anderen
Belegungen vergleichen, die die gleiche Anzahl an Einsen oder eine Eins weniger enthalten
(Ablaufbeschleunigung). Deshalb auch das “Abbauen von unten” (= mit den Belegungen, die die meisten
Einsen enthalten).

die Belegungen, die sich zusammenfassen lassen, sind in der Tabelle mit einem x gekennzeichnet.

grundsatzlich heiflt das: nach jeder Zusammenfassung nachsehen, ob die gleiche Belegung schon in der
Ergebnis-Liste (hier: in Spalte 10) steht.
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2'q -00T -0TT TO-T
5 T00- -00T -0TT T0-T
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-0-T 2'p P 00-T OTTO T00- -00T -0TT
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1000 1000 T000 T000 XT000 T000 poge
X0000 |X0000 0000 0000 0000 0000 po2ge
LL ol 6 8 L 9 S 14 € Z |

Tabelle 6.1 Minimierung nach Quine-McCluskey: Schritt 1 (Ablaufbeispiel)
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1 2 3 4 5 6
000- 000- 000-X 000- 000-X
-000 -000 -000 -000X -000X
1-00X 1-00 1-00 1-00 1-00X
0110 0110 0110 0110 0110
-001 -001 -001 =001
100- 100-X I00=
110- +36—
= e © 4 e
Wi 1=~ =0 -00- 0110
1-0- 1-0- -00-
1-0-

Tabelle 6.2 Minimierung nach Quine-McCluskey: Zusammenfassung der zweiten Liste (Tabelle 6.1,
Spalte 8)

Das Vorgehen entspricht dem von Tabelle 6.1, nur werden hier die Strichelemente mit berlcksichtigt.
Aus Spalte 5 ist ersichtlich, daf ein weiteres Zusammenfassen nicht mehr gelingt. Die Belegung 0110
laBt sich mit keiner anderen zusammenfassen und bleibt als Primimplikand erhalten. Die anderen
Belegungen in Spalte 5 entfallen, da sie bereits bei Zusammenfassungen beriicksichtigt wurden. Spalte
6 enthalt alle Gbriggebliebenen Belegungen (vgl. Spalte 11 in Tabelle 6.1).

Hinweise:

1. Die Tabellen sollen den Optimierungsablauf Schritt fir Schritt veranschaulichen. Beim
praktischen Optimieren von Hand wird man (blicherweise jede Liste nur einmal aufstellen.
Wichtig ist hierbei, (1) die bereits “erledigten” Variablenbelegungen deutlich zu kennzeichnen
und (2) keine Belegung zu ubersehen.

2. Was auch vorkommen kann®: daB ganze Spalten ausschlieRlich mit Strichen belegt sind. Solche
Variablen sind wirklich “Don’t Care” (= redundant) und kénnen weggelassen werden.

Der 2. Schritt

Es wird nachgesehen, welche Primimplikanden welche Variablenbelegungen erfullen, um einen
minimalen Satz an Primimplikanden zu bestimmen. Grundlage hierfir ist eine Primimplikandentabelle
(Tabelle 6.3). Diese besteht aus einer ersten Spalte mit allen in Schritt 1 (Tabellen 6.1 und 6.2)
ermittelten Primimplikanden (entsprechend Spalte 11 von Tabelle 6.1.1) sowie aus aus jeweils einer
weiteren Spalte fiir jede der Variablenbelegungen, die die Schaltfunktion erflllen soll. Fiir jeden
Primimplikanden wird jede Variablenbelegung, die er erfillt, im entsprechenden Kreuzungspunkt von
Zeile und Spalte mit einem X gekennzeichnet. (Hierzu ist es notwendig, die Strichelemente aufzuldsen
und die entsprechenden Variablenbelegungen mit jenen der obersten Zeile zu vergleichen. Bei
Ubereinstimmung ist ein X einzutragen.)

1): im EntwurfsprozeR (bei der Uberfithrung der Aufgabenstellung in eine Schaltungslosung) wird man zunachst
intuitiv Boolesche Variable einfiihren und damit Schaltfunktionen aufstellen. Es kann sich dann —als Ergebnis
der Minimierung — durchaus ergeben, daf3 einige Variable gar nicht erforderlich sind.
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abcd 0000 0001 1000 1100 0110 1001 1101
0110 X

-00- X X X X

1-0- X X X

Tabelle 6.3 Minimierung nach Quine-McCluskey. Schritt 2: Primimplikandentabelle

Der Minimierungsablauf:

1.

Wir suchen nach Spalten, die nur ein einziges X enthalten. Die Primimplikanden den jeweiligen
Zeilen sind unbedingt erforderlich (essentielle Primimplikanden).

Es ist zu prifen, welche anderen Variablenbelegungen von den essentiellen Primimplikanden
gleichsam mit erledigt (abgedeckt) werden.

Bleiben Variablenbelegungen ubrig, die nicht von essentiellen Primimplikanden abgedeckt
werden, so ist nach einer minimalen Zahl von Primimplikanden zu suchen, die diese
Variablenbelegungen erfillen.

Das Endziel: alle Variablenbelegungen miissen erfullt (abgedeckt (covered)) werden, und zwar
mit einer minimalen Anzahl an Primimplikanden.

Im bisher behandelten Beispiel (Tabelle 6.3) sind alle Primimplikanden essentiell, denn
ersichtlicherweise gibt es fiir jeden der Primimplikanden wenigstens eine Spalte, in der ein einziges X
steht. Wir betrachten deshalb ein weiteres Beispiel (Tabelle 6.4).

abed 0100 1000 0101 0110 1001 1010 1101
0-00 (1) X
-000 (2) X
100- (3) X X
10-0 (4) X X
1-01 (5) X X
01- (6) X X X
-1-1 (7) X X

Tabelle 6.4 Eine weitere Primimplikandentabelle. (1)...(7): laufende Nummern der Primimplikanden

Die 7 Primimplikanden sollen die 7 Variablenbelegungen erfillen. Ersichtlicherweise sind die
Primimplikanden 4 und 6 essentiell, denn sie haben in jeweils einer Spalte nur ein einziges X. Wir
markieren die betreffenden Zeilen (in der Tabelle durch entsprechende Hinterlegung gekennzeichnet)
und suchen in diesen Zeilen die weiteren X-Eintrage auf. Gibt es weitere Primimplikanden, die in den
betreffenden Spalten X-Eintrdge haben, so sind diese Uberflissig, da die betreffenden
Variablenbelegungen schon vom jeweiligen essentiellen Primimplikanden abgedeckt werden.
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Im einzelnen:

Primimplikand 4 (10-0) deckt auch die Variablenbelegung 1000 ab, so daR Primimplikand 2 (-
000) gar nicht mehr benétigt wird und Primimplikand 3 (100-) entfallen kénnte, falls die weitere
von ihm abgedeckte Belegung 1001 anderweitig abgedeckt wird (was tatséchlich der Fall ist)
Primimplikand 6 (01-) deckt auch die Variablenbelegungen 0100 und 0101 ab. Damit kdnnten
die Primimplikanden 1 (0-00) und 7 (-1-1) entfallen.

Was verbleibt, sind die Variablenbelegungen 1001 und 1101. Diese werden ersichtlicherweise
durch den Primimplikanden 5 (1-01) abgedeckt. Somit sind auch sé&mtliche von den
Primimplikanden 3 und 7 abgedeckten Belegungen “erledigt”, also koénnen diese
Primimplikanden tatsachlich entfallen.

Es verbleibt ein minimaler Satz aus den Primimplikanden 4, 5 und 6. (10-0, 1-01, 01-). Als

Boolesche Gleichung:abd V acd V ab.

7. Minimierung mittels Karnaugh-Plan (KV-Diagramm)

Die Karnaugh-Plan (auch Karnaugh-Veitch- (KV-) Diagramm; Abb. 7.1) ist eine zweidimensional
angeordnete Wabhrheitstabelle, aus der Zusammenfassungsmoglichkeiten unmittelbar zu erkennen sind.
Hierzu sind die Binérvektoren, die den einzelnen Variablenbelegungen entsprechen, nicht gemaR dem
tblichen Binércode, sondern gemal dem sog. Gray-Code (Tabelle 7.1) geordnet.

Zahlen- Binarcode Gray-Code Binar-

wert Aqui-

B, B, B, B, G, G, G, G, valent
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0 0 1 1
2 0 0 1 0 0 0 1 1 3
3 0 0 1 1 0 0 1 0 2
4 0 1 0 0 0 1 1 0 6
5 0 1 0 1 0 1 1 1 7
6 0 1 1 0 0 1 0 1 5
7 0 1 1 1 0 1 0 0 4
8 1 0 0 0 1 1 0 0 12
9 1 0 0 1 1 1 0 1 13
10 1 0 1 0 1 1 1 1 15
11 1 0 1 1 1 1 1 0 14
12 1 1 0 0 1 0 1 0 10
13 1 1 0 1 1 0 1 1 11
14 1 1 1 0 1 0 0 1 9
15 1 1 1 1 1 0 0 0 8

Tabelle 7.1 Binércode und Gray-Code
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Wichtig ist, daR sich beim Gray-Code von Z&hlwert zu Zahlwert nur jeweils n einziges Bit &ndert.

Umrechung der Bitpositionen eines Zahlwertes:

. Gray-Code aus Binarcode: G,=B, @ B,
. Binarcode aus Gray-Code: B,=G, ® B,.,

Hierbei ist n eine beliebige Bitposition. n+1 bezeichnte die jeweils links daneben angeordnete (=
hoherwertige) Bitposition. Ist n die hdchstwertige Bitoposition, so wird B,,; = 0 angesetzt.

A: 0 1 A: 0 0 1 1
B B
- _ 0 _ | —_ _ -
O=ab 2=ab O=abc|1=abc |5=abc |4=abc
1 1
1=a b 3=zab 2=abc |3=zabc |7=abc |6=abc
C: 0 1 1 0
A 0 0 1 1
B: D
0 0

0O=abcd |2=abc d [10=abc d |[8=abc d

15=abc d |[13=abec d

(¢]
1
.
(e
ol
o
\I
1
[V)
o
(¢)
Q.

o
o

=abcd |6=abcd |14=abc d |12=ab

4
C: 0 1 1 0

Abb. 7.1 Karnaugh-Plane fir 2, 3 und 4 Variable
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Vorgehensweise:

1.

Wabhrheitswerte eintragen (Einsen (On-Set) + Don't Cares). Keine Eins vergessen! Ggf.
Strichelemente auflésen. Beispiel: eine Schaltfunktion von 3 Variablen a, b, ¢ enthalte einen
Produktterm a b. Dann miissen in die Felderab cund a b C Einsen eingetragen werden.
Nachsehen, was sich zusammenfassen laf3t. Benachbarte Einsen oder Don‘t Cares zu maglichst
groRen Blécken zusammenfassen.

Ergebnis ablesen. Es entfallen alle Variable, die in einem zusammengefaliten Block sowohl wahr
als auch negiert vorkommen. Alle gleichbleibenden Variablen (nur wahr oder nur negiert) bilden
einen Implikanden (UND-Term).

Zusammenfassungsregeln:

=

o

Benachbarte Einsen (bzw. Don’t Cares) lassen sich zusammenfassen.

Die Anzahl der zusammengefa3ten Einsen (bzw. Don’t Cares) muf} eine Zweierpotenz sein (2, 4,
8 usw.).

An entgengesetzten Randern angeordnete Einsen (bzw. Don"t Cares) lassen sich zusammenfassen
(Wrap Around).

Es konnen nur Belegungen zuammengefalit werden, die nebeneinander oder Ubereinander stehen
(nur waagerecht und senkrecht vorgehen; nicht diagonal).

Bldcke, die nur Don’t Cares enthalten, werden nicht berlicksichtigt.

Einsen (bzw. Don’t Cares) dirfen in mehreren Blocken enthalten sein.

Sind alle Einsen eines Blockes bereits in anderen Blécken enthalten, so wird der erstgenannte
Block nicht berlicksichtigt.

Die Abb. 7.2 bis 7.4 veranschaulichen typische Zusammenfassungen. Abb. 7.5 zeigt die Minimierung
des Beispiels von Kapitel 6 (vgl. Tabelle 6.1). AnschlieBend werden die Zusammenfassungsregeln
anhand eines Praxisbeispiels (Siebensegmentdecoder) veranschaulicht.

-
-
>
o
o
-
-

o
n
ol
o|
ol
N
n
o|
(9]
()]
n
Q
o
(9]
~
n
P
o|
el
o
n
ol
o|
|
N
ol
o|
[¢]
[¢)]
n
Q
o
o
~
n
Q
o|
|

bc|3=abc |7=abc |6=abc 2=

2=a a abc|7=abc |6=abc
C: 0 1 1 0 C: 0 1 1 0
Zusammenfassung:i c Zusammenfassung: a ¢

A: 0 0 1 1 A: 0 0 1 1
B B:

O=abc |1=abc |5=abc |4=abc O=abc |[1fablc [65=abc |4=abc
1 1 w

2=abc |3=abc |7=zabc |6=abc 2=abc |3=abc |7=abc |6=abc
C: 0 1 1 0 C: 0 1 1 0
Zusammenfassung: bc Zusammenfassung: a ¢

Abb. 7.2 Zusammenfassung von Zweierblocken (Beispiele)
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A: 0 0 1 1 A: 0 0 1 1
B B
1 1 1 1] | 1|1
0O=abc |1=abc |5=abc |4=abc 0O=abc |1dabc |5=ablc |4=abc

bc|3=abc |7=abc |6=abc 2

2=a =abc |3=abc |7=abc |6=abc
C: 0 1 1 0 cC: 0 1 1 0
Zusammenfassung:F Zusammenfassung: ¢
A: 0 0 1 1 A: 0 0 1 1
B:
. 1
2=abc |3=abc |7=abc |6=abc
C: 0 1 1 0
Zusammenfassung:? Zusammenfassung: ¢
A | 0 | 0 1 | 1 |
B D
0 1 1 0

0=abcd |2=abc d [10=abcd |8=abc d

_\
1
ol
i
Q.
w
n
ol
ol
[¢]
Q.
=
=
1
Q
o
(9]
Q.
[{e]
n
Q
ol
|
Q.

7=abcd |[15=abc d |[13=abc d

[9,]
1]
o
o
ol
[N

d| |6=abc d [14=

el

4La_b
I

C:

o

Zusammenfassung: ¢ d

Abb. 7.3 Zusammenfassung von Viererblocken (Beispiele)
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A: 0 0 1 1
B:
0 1 1 1 1
0dabcd |[2=abc d |10=abc d |[8=abc|d
0 1 1 1 1
1=abc d |3=abcd |[11=abcd |9=abc d
1
5=abcd |7T=abcd [15=abc d |13=abc d
1
4=abcd |f=abc d [14=abcd |[12=abc d
C: 0 1 1 0
Zusammenfassung: b
A:| 0 0 1 1
B:
0 1 1 1 1
0=abcd |[2=abc d |10=abc d |8=abc d
0
1=abc d |3=abcd |[11=abcd |9=abc d
1
5=abcd |7T=abcd [15=abc d |13=abc d
1 1 1 1 1
4Fabc d |[=abc d [14=abc d |[12=ablc d
T
C: 0 1 1 0 !

Zusammenfassung: d

Abb. 7.4 Zusammenfassung von Achterblécken (Beispiele)
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A 0 0 1 1

B (_?A

0 1 1 0
0=abc 2=abc d |[10=abc d |§=abc d

0

o 1 K 1 1
1=abc d |3=abcd |[11=abcd |9=abc d

1 1 1
5=abcd |[7T=abcd |[15=abc d |[13=abc

1 1 1 0

N

4=abc d |f=abc d [14=abcd |[12=abc d
c 0 1 1 0

Ergebnis: abcdvbcvac
Die urspriingliche Schaltfunktion:
abcd V abcd V abcd V abcd V abecd V abcd V abced
Abb. 7.5 Das Beispiel von Kapitel 6

Beispiel: der Siebensegmentdecoder

Eine im Bindrcode (vier Bits mit Werten zwischen 0 (0000) und 9 (1001)) gegebene Dezimalzahl ist auf
einer Siebensegmentanzeige darzustellen (Abb. 7.6, Tabelle 7.2). Hierzu sind die eingangsseitigen
Binarwerte in entsprechnde Erregungen der sieben Segmentleitungen (A...G) umzuschlisseln.
Bindrwerte > 9 treten nicht auf. Diese Belegungen (1010...1111 bzw. AH...FH) kdénnen also ggf. als
Don‘t Cares zur Schaltungsoptimierung herangezogen werden.

20
21
22
23

DEC

o 0O T o

OMmMmoOw>»
OMMmMmoO W >»

Abb. 7.6 Siebensegmentdecoder
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d | c bl la]|]G| F | E| D | C|BJA

Tabelle 7.2 Ubersicht liber die Informationswandlungen des Siebensegmentdecoders

25
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Intuitiv entwerfen

Wir entschliisseln zundchst die eingangsseitige Binérzahl. Hierzu dient ein BCD-zu-Dezimal-Decoder
(4-zu-10 Decoder), der gemal der anliegenden Binérzahl jeweils eines der Ausgangssignale 0...9 erregt
(1-aus-n-Code). Dann miissen wir nur nachsehen, bei welchen Dezimalzahlen die einzelnen Segmente
zum Leuchten zu bringen sind (Tabelle 7.3). Beispiel: Segment A muB leuchten bei den Zahlen 0, 2, 3,
5,6, 7,8, 9. Es liegt nahe, fir jedes Segment ein entsprechendes ODER-Gatter vorzusehen (Abb. 7.7).

Segment 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 On-Set
A 1 1 1 1 1 0 1 1 0 1 8
B 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 8
C 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 9
D 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 7
E 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 4
F 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 6
G 1 1 0 1 1 1 1 1 0 0 7

Tabelle 7.3 Die Erregung der sieben Segente in Abhangigkeit von der jeweiligen Binarzahl. 0 =
leuchtet nicht, 1 = leuchtet. Die Spalte “On-Set" gibt die Anzahl der Einsen an

2° 0 0 —
2 a DEC © 102 >
27 b ; 2 |3
23 c 3]s A
d 3 15
4 5|7
5 A E
6 7 |9
7 8 L |
8 9o _
9 3 N
2
i B
7
F)
9

Abb. 7.7 Ganz nach Geflihl entwerfen... Siebensegmentdecoder auf Grundlage eines BCD-zu-
Dezimal-Decoders (Schaltungsausschnitt). Es ist nur die Ansteuerung der Segmente A und B
dargestellt. Es sind die Signale angeschlossen, die in Tabelle 7.3 mit einer Eins gekennzeichnet sind

Diese Losung ist aber — wegen der hohen Eingangszahlen der ODER-Gatter — offensichtlich
unwirtschaftlich. Der Ausweg: wir sehen nach, ob es einfacher wird, wenn wir die Segmente erfassen,
die jeweils nicht leuchten sollen, und die Schaltfunktionen invertieren. Beispiel: Segment A leuchtet
nicht bei den Zahlen 0 und 4. Somit liegt es nahe, ein entsprechende NOR-Verknlipfung vorzusehen
(Abb. 7.8). Bei welchen Segmenten sich diese VVerfahrensweise lohnt, ergibt sich aus der Machtigkeit
des On-Set (vgl. Tabelle 7.3). Da es sich um 10 Zahlenwerte handelt, werden im Booleschen Raum
insgesamt 10 Punkte belegt. Es liegt nahe, die invertierte Schaltung dann zu wéhlen, wenn der On-Set
mehr als 5 Punkte enthélt. Das ist offensichtlich bei allen Segmente auRer Segment E der Fall.
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Abb. 7.8 Ein intuitiv entworfener Siebensegmentdecoder

Der BCD-zu-Dezimal-Decoder ist gesondert zu entwerfen (wobei die Don‘t-Care-Belegungen 1010 bis
1111 ggf. zu Optimierungszwecken genutzt werden kdnnen). Im Beispiel ergibt sich noch eine weitere
Vereinfachungsmdglichkeit ... (Aufgabe: welche?)

"uapJam uasse|ahBam 11wos uuey pun 1zinuab yoiu Jeb paim ,6,, Buebsnelapodaq leq

Mit Karnaugh-Plan entwerfen

Wir entwerfen eine Schaltung, die — ohne zwischengeordnete Decoderschaltung — die gesamte
Informationswandlung BCD zu Siebensegment erledigt. Hierzu ist je Segment ein Karnaugh-Plan
anzulegen und gemé&R Tabelle 7.2 auszufillen (Abb. 7.9 bis 7.15). Die Variablenbelegungen 10 bis 15
werden als Don‘t Cares eingetragen.

Geht es noch einfacher?

Aus Tabelle 7.3 geht hervor, dal3 die On-Sets der Segmente A, B, C, D, F, G jeweils mehr als 5
Belegungen umfassen. Deshalb soll auch ausprobiert werden, inwiefern sich Schaltfunktionen
optimieren lassen, die inaktive (= nicht leuchtende) Segmente betreffen (diese Funktionen sind dann
lediglich noch zu negieren). Die Abb. 7.16 bis 7.21 zeigen die entsprechenden Karnaugh-Plane.

Variantenvergleich

In Abb. 7.22 sind die Schaltfunktionen der optimierten Varianten zusammengefafit. Die Abb. 7.23 und
7.24 zeigen die entsprechenden Schaltplane. Tabelle 7.4 gibt einen vergleichenden Uberblick iiber die
verschiedenen Ldsungen.

Hinweis:

Implikanden (UND-Terme), die in mehreren Schaltfunktionen vorkommen, missen nur einmal
vorgesehen werden (ob dies tatsachlich eine weitere Aufwandsverringerung bedeutet, hangt von der
jeweiligen Technologie ab).
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B=cvbavba

Abb. 7.10 Karnaugh-Plan fir Segment B. Der gestrichelt dargestellte Block umfaf3t nur Einsen, die
bereits in anderen Blocken enthalten sind. Er wird deshalb nicht beriicksichtigt
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Abb. 7.11 Karnaugh-Plan fir Segment C. Der gestrichelt dargestellte Block umfaf3t nur Einsen, die
bereits in anderen Blocken enthalten sind. Er wird deshalb nicht beriicksichtigt
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Abb. 7.12 Karnaugh-Plan fir Segment D



BOOLESCHE PROBLEME / SCHALTALGEBRA

d: 0 0 1 1
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Abb. 7.13 Karnaugh-Plan fir Segment E
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Abb. 7.14 Karnaugh-Plan fir Segment F
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5=dcHa |7=dcba |153dcba |133dch a
1 1 1 \ X X 0
d
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b: 0 1 1 0
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Abb. 7.15 Karnaugh-Plan fir Segment G

d 0 0 1 1

c: a:

0 X 0
0O=dcbal2=dcba |[10=dc b a|8=dc b a

0 1 X 1
1=d cb a|3=dcba [11=dcba |9=dc ba

1 X X 1
5=dcba |7=dcba 15=dcba |13=dcb a

1 1 X X 0
4=dcba |6=dcba |14=dcba |12=dcb a

Abb. 7.16 Karnaugh-Plan fir Segment A. Invertierte Ansteuerung
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|s=dcBa |[7=9cba |[t5=dcba |13=dcD a
1 [1 Xj X
4=dcba |6=dcba |14=dcba |12=dcba
b: 0 1 1 0
Bh=cbavcba

Abb. 7.17 Karnaugh-Plan fir Segment B. Invertierte Ansteuerung

d 0 0 1 1

c: a:

0 1 x} .
0=dcbal2=dcba |[10=dc b a|8=dc Db a

0 X ]
1=d cb a|3=dcba [11=dcba |9=dc ba

1 X X 1
5=dcba |7=dcba 15=dcba |13=dcb a

1 X X 0
4=dcba |[6=dcba [14=dcba |[12=dcba
b: 0 1 1 0
Cn=cba

Abb. 7.18 Karnaugh-Plan fiir Segment C. Invertierte Ansteuerung
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d: 0 0 1 1
c: a:
X
0 0
0=dcbal2=dcba |[10=dc b a|8=dc b a
0 1 X 1

4=dcba |6=dcba |[14=dcba |12=dcDba

b: 0 1 1 0
Dhn=d cbavcbavcba

Abb. 7.19 Karnaugh-Plan fur Segment D. Invertierte Ansteuerung

1
a:
0
8=dc b a
1
9=dc b a
X 1
13=d cb a
1 X X 0
4=dcba |6=dcba [14=dcba |12=dcba

b: 0 1 1 0
Fn=cb v bavdca

Abb. 7.20 Karnaugh-Plan fir Segment F. Invertierte Ansteuerung
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d 0 0 1 1
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1 1 X| X
5=dcba |7=dcba |15=dcba |13=dcDh a
1 X X
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b 0 1 1 0

Abb. 7.21 Karnaugh-Plan fir Segment G. Invertierte Ansteuerung

Schaltfunktionen des Siebensegmentdecoders

a) direkt
A=cavdvbvca
B=cvbavba
C=cvbva
D=dvcavcbvbavchba
E=cavba
F=dvcavcbvb
c

a
G=dvcbvcavechb

b) invertiert

An=d cbavcba

Bh=cbavcba

Ch=cba

Dh=dcbavcbavchba
E: wie direkte Implementierung
Fn=cb vbavdca
Gn=dcb vchba

Abb. 7.22 Die Schaltfunktionen im Uberblick
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& Negationssymbol:
a# entspricht a usw.
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Abb. 7.23

Siebensegmentdecoder (1). Direkte Implementierung
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Abb. 7.24 Siebensegmentdecoder (2). Invertierte Ansteuerung (nur Segment E direkt)

36



BOOLESCHE PROBLEME / SCHALTALGEBRA 37

ganz naiv; invertiert direkt invertiert

Entwurf Tabelle 7.3, (intuitiv); (K-Plan); (K-Plan);

Abb. 7.7 Abb. 7.8 Abb. 7.23 Abb. 7.24
ODER-Verknlpfungen 7 7 7 6
ODER-Eingénge, insgesamt 49 19 25 14
UND-Verknipfungen 10 9 9 14
UND-Eingénge, insgesamt 40™ 36™ 19 40
Negationen 4 4 3 4
Gatteranzahl, insgesamt™ 17 16 16 20
Gatter-Eingéange, insgesamt 89 55 54 54

*): einschliellich Inverter fir Segment C; **): BCD-zu-Dezimal-Decoder nicht optimiert (10 bzw. 9 UND-Gatter
mit vier Eingéngen); ****: ohne Negatoren fur die Eingangssignale.

Tabelle 7.4 War es die Mihe wert? - Optimierungsergebnisse im Vergleich

Was die Gatteranzahl betrifft, so nehmen sich die verschiedenen Entwirfe nicht viel — da kann sogar die
volkstiimliche Losung gemaf Abb. 7.7 noch gut mithalten. Betréchtliche Unterschiede gibt es hingegen
bei der Gesamtzahl der Gatter-Eingange. In dieser Hinsicht ist die intuitiv gefundene Ldsung geman
Abb. 7.8 kaum schlechter als die mihsam mittels Karnaugh-Plan optimierte Schaltung von Abb. 7.23.
Was anféanglich nicht zu erwarten war: die mit KV-Dagramm optimierte invertierte Ansteuerung ist
sogar ungunstiger als die direkte (4 Gatter mehr bei insgesamt gleicher Anzahl an Eingangen). (Die
urspriinglichen Schaltfunktionen sind zwar einfacher, es ergeben sich jedoch weniger Gelegenheiten
zum Zusammenfassen.)

Praxistip:
Mitdenken lohnt sich — soll heilen: vor dem Rechnen erst einmal aus dem Problemverstédndnis heraus
nach naheliegenden Vereinfachungen suchen. Typische Priifpunkte:

. ist die invertierte Funktion womaglich giinstiger? Das lohnt sich gelegentlich auch dann, wenn mit
Entwurfssoftware gearbeitet wird — nicht alle Programme priifen solche Alternativen durch, und
manchmal kann die Software gar nicht wissen, dal3 es eine derartige Mdglichkeit gibt.

. welche Belegungen kommen nie vor, kdnnen also als Don‘t Cares angesetzt werden?

. kann man die Funktion in (einfachere) Teilfunktionen zerlegen, die nur noch die auf einfache
Weise miteinander verkniipft werden mussen?

. werden Teilfunktionen bereits anderweitig verwendet?

. gibt es andere Funktionen, die nur noch ergénzt werden missen (z. B. durch Hinzufligen weiterer
Produktterme)?



